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RESUMO

Este texto tem por objetivo discutir algumas contribuicdes da disciplina Algebra Linear para a formagéo e
desenvolvimento do pensamento matematico do aluno, futuro professor de Matematica. Fundamentado na
teoria do ensino desenvolvimental de Davydov, parte do principio de que para o professor ensinar uma
ciéncia é preciso, antes de mais nada, que ele domine essa ciéncia, no caso, a Matematica, pois é a partir
dos contetidos cientificos que se derivam os métodos de ensino. Assim, apreender os conceitos algébricos
¢ premissa fundamental para que o aluno de Licenciatura em Matematica torne-se um professor de
Matematica. Analisando as contribui¢des da disciplina para a formacdo do professor de Matematica,
discute-se sobre: a escrita formal matematica, com atengdo a escrita e utilizagdo dos simbolos; as
demonstracOes/verificagGes, destacando a prova por contraexemplo, e a necessidade de conduzir os alunos
a formacéo de conexdes conceituais como o intuito de romper com o conhecimento segmentado. Conclui-
se que, para que o alunos em formag&o esteja apto a ensinar a Matematica é preciso que os pontos levantados
sejam apreendidos por eles e que o0 pensamento investigativo matematico seja formado na mente destes
futuros professores. Para tanto, faz-se necessario uma organizagdo adequada do ensino que vise esse fim.

Palavras-chave: Algebra Linear; Teoria do ensino desenvolvimental de Davydov; Formagio de
professores de Matematica.
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1 INTRODUCAO

A Algebra Linear enquanto campo da Matematica é relativamente nova se
considerarmos sua estruturacdo como tal, datando de meados do século XX essa
formalizacdo, entretanto, alguns conceitos que a constitui s&o mais antigos, como 0s
sistemas lineares de duas equacdes e duas incognitas que ja eram resolvidos pelos
babilénicos ha cerca de 4000 anos atras.

Enquanto disciplina, seu surgimento no Brasil é datado da segunda metade do
século XX quando da criacdo do primeiro curso de Licenciatura em Matematica na USP.
Apesar de sua origem ser recente, sua importancia vem crescendo a cada dia, pois
constantemente surge a necessidade de novas tecnologias e 0s conceitos dela sdo
fundamentais para tal, além disso, com um mundo cada vez mais globalizado, a exigéncia
de um pensamento lIégico, analitico e argumentativo € cada vez mais requerido tanto dos
profissionais que usam a Algebra Linear como ferramenta mental para seu trabalho,
quanto para o professor de Matematica que precisa saber lidar com as novas tecnologias
e ensinar os alunos a possuirem um pensamento matematico que os auxilie a ver e
compreender 0 mundo que o cerca, transformando-o e transformando a si mesmo.

Apesar da importancia da Algebra Linear para varios cursos da area de Ciéncias
Exatas e da Terra e Engenharias, poucas sdo as pesquisas voltadas para o ensino-
aprendizagem da disciplina. Celestino (2000) mostra que somente a partir da década de
1990 que comegou a surgir essas pesquisas e de forma timida. No inicio do século XXI
houve um aumento nesses estudos, mas poucos voltados para questdes envolvendo o
ensino-aprendizagem dos conceitos.

Assis (2018) traz um olhar para a formacdo de conceitos de Algebra Linear,
detendo-se na formacdo do conceito de transformacdo linear, apoiada em uma
metodologia de ensino fundamentada na teoria do ensino desenvolvimental de V. V.
Davydov. Apesar de ndo ser uma pesquisa realizada com alunos do curso de Licenciatura
em Matematica, pode-se olhar para o experimento didatico formativo por ela realizado e
pensar nos seus beneficios para o futuro professor de Matematica. E isso que é proposto
nesse texto, pensar nas contribuicbes da Algebra Linear para o futuro professor de
Matematica por meio de um ensino pautado na teoria de Davydov. Para tanto, inicia-se
discutindo alguns pressupostos desta teoria sobre o papel do professor na organizacgao de
um ensino que impulsione o desenvolvimento integral do aluno, seguido da apresentagéo

e discussao das tarefas aplicadas por Assis (2018).
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2 A TEORIA DO ENSINO DESENVOLVIMENTAL DE DAVYDOV E A

FORMACAO DO PROFESSOR DE MATEMATICA

Vasili Vasilievich Davydov (1930 — 1998) foi um psicélogo e professor
universitario russo que pertenceu a terceira geracao de psicélogos que desenvolveram 0s
trabalhos de Vygotsky no periodo de 1920 a 1930. Dentre suas obras consta-se: Tipos de
generalizacion en la ensefianza, Problemas de la ensefianza y del desarollo, La
ensefianza escolar y el desarollo psiquico. O foco de seu trabalho estava no modo pelo
qual o ensino pode proporcionar aos alunos a apropriacdo de conhecimento cientifico,
concebendo a educacéo e 0 ensino como 0 processo para o desenvolvimento humano, no
qual os alunos operam por conceitos.

Ensinar conforme a concepcao de Davydov coloca o professor frente a um modo
de organizar o ensino que pressupde uma aprendizagem intencional e sistematizada. A
esse respeito, Moura (2014) afirma que ensinar € um ato consciente do educador que, de
forma intencional, organiza situacbes de ensino que possibilitam a apropriacdo de
conceitos que se tornam ferramentas simbolicas utilizadas no aprimoramento dos
processos de construcdo da vida, os quais nao tém fim.

Nessa perspectiva, conforme afirma Davydov (1988), € através do ensino que o
aluno se desenvolve intelectualmente e esse desenvolvimento se da por meio da formacéo
de conceitos teoricos, afinal, “a base do ensino desenvolvimental é seu conteudo
[contetudo cientifico dos problemas das tarefas]” (DAVYDOV, 1988, p. 164), ou seja,
todo o ensino deve partir, primeiramente, do contedo cientifico a ser ensinado, para, a
partir dele, pensar no melhor método a ser aplicado, pois 0s métodos, ou modelos de
ensino, se originam dos contetdos (DAVYDOQOV, 1988).

Diante dessas afirmativas de Davydov nota-se a importancia e necessidade do
professor de Matematica compreender plenamente a sua ciéncia, pois ndo ha como
ensinar o que n3o se sabe. E preciso que o professor, antes de ensinar a formar conceitos,
tenha os conceitos matematicos formados e consiga pensar cientificamente através dos
modos de pensar a Matematica, ou seja, pensar como um matematico em seu processo
investigativo de descobrimento de uma nova teoria. Obviamente, o intuito do ensino nao
é a obtencdo de novas teorias matematicas, mas a obtencdo da forma de pensar durante
esse processo investigativo, que é o que aqui chamamos de pensar matematicamente

seguindo as etapas de experimentar, conjecturar, formalizar e generalizar (VAZ, 2012).
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Sobre esta forma dos alunos pensar durante o processo de ensino-aprendizagem,

Davydov (1988, p. 165) afirma que:

O pensamento dos alunos, no processo de atividade de aprendizagem, de certa
forma, se assemelha ao raciocinio dos cientistas, que expdem os resultados de
suas investigacOes por meio das abstracoes, generalizacdes e conceitos tedricos
substantivos, que exercem um papel no processo de ascensdo do abstrato ao
concreto.

Para que isso ocorra, 0 professor precisa organizar o ensino através de atividades
de estudo que conduzam o aluno na formacdo de conceitos, as quais sao constituidas de
tarefas que devem ser elaboradas de acordo com os pressupostos de Davydov (1988), isto
é, devem ser constituidas de problemas que conduzam os alunos a desenvolverem as

acOes de aprendizagem de Davydov, a saber,

o transformacéo dos dados da tarefa a fim de revelar a relagdo universal do
objeto estudado;

o modelacdo da relacdo diferenciada em forma objetivada, grafica ou por meio
de letras;

o transformacdo do modelo da relagcdo para estudar suas propriedades em
“forma pura”;

o construcdo do sistema de tarefas particulares que podem ser resolvidas por
um procedimento geral;

o controle da realizacdo das aces anteriores;

e avaliagdo da assimilacdo do procedimento geral como resultado da solugéo
da tarefa de aprendizagem dada (DAVYDOV, 1988, p. 173, destaques do
autor).

Assim, ao professor cabe o papel de organizar e mediar o ensino com o intuito de
que seus alunos aprendam e consigam utilizar os conceitos matematicos como ferramenta
mental para pensar nas questfes de seu cotidiano, sejam estas questdes relacionadas a
aspectos totalmente praticos, como juros e descontos, ou a aspectos tedricos, como um

modo ldgico de pensar.

3 CONTRIBUICOES DA ALGEBRA LINEAR PARA A FORMACAO DE
PROFESSORES DE MATEMATICA

Assis (2018), nos dados de sua pesquisa sobre a formacdo do conceito de
transformacdo linear, nos conduz a reflexdo de que os alunos de Licenciatura em
Matematica também precisam apreender alguns pontos por ela analisados, pois como

futuros professores de Matematica, necessitam se atentar para alguns aspectos
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relacionados ao ensino-aprendizagem para fazerem uma analise de seu pensamento

enquanto aluno e adquirir uma visdo do modo de ensinar esses aspectos aos seus alunos.
A seguir passaremos a discutir alguns desses pontos.

O primeiro a ser destacado é quanto a escrita formal da Matemaética e o uso correto
de seus simbolos. A Matematica possui uma linguagem propria que a difere de outras
ciéncias, possuindo uma estrutura textual que possibilita o entendimento do que é
determinando texto, se algum resultado a ser provado/verificado/demonstrado, a
prova/verificacdo/demonstracdo desse resultado ou uma definicdo, por isso, saber
escrever na Matematica é tdo importante, e seja escrever utilizando texto argumentativo
ou recorrendo aos simbolos matematicos. Estes, por sinal, tem sido frequentemente mal
utilizado pelos alunos. O simbolo quando ndo possui um significado, um sentido para o
aluno, é sempre utilizado de forma incorreta ou quando utilizado de forma correta, muitas
vezes representa uma mera repeticdo do que foi exposto pelo professor. Muito mais que
saber empregar corretamente um simbolo € preciso que o aluno saiba que, por meio dele,
pode-se adquirir um raciocinio mais sintético que conduz a agilidade dos célculos
algébricos, principalmente dentro da Algebra Linear, que utiliza varios simbolos para
representar seus conceitos.

Em sua pesquisa, Assis (2018) ao solicitar que os alunos, que estavam reunidos
em grupos, criassem um modelo para o conceito de transformacao linear, obteve, dentre

outros, os modelos retratados nas Figuras 1 e 2 abaixo.

Figura 1 — Modelo 1 para o conceito de transformacéo linear.

F.U-V
{F(a+b)=F(a)+F(b)|abe U}
{F(ab) = aF(b) | a € R;b € U}

Fonte: Assis (2018, p.143).
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Figura 2 — Modelo 2 para o conceito de transformagao linear.

Transformagdes Lineares sdo formas de determinar fungbGes que satisfagam as
condigBes de um vetor: dominio, contradominio e imagem.
F(x):R" > R" | Vx € R"
Para k uma constante, k € R e x um vetor
F(xy) + F(x;) ou kF(x) tal que:
F(x1) + F(xy) =F(x; +x) e kF(x) = F(kx)
F(Kx) = g(y) e F(x; + x3) = h(2)
gy)=R">R" VyeR" h(z)=R"->R" VzeR"

Fonte: Assis (2018, p. 145).

Note que na Figura 1 os alunos utilizam a notagdo de conjunto para representar
uma propriedade que deve ser satisfeita pela aplicagdo F, ndo se detém aos detalhes do
que estavam escrevendo, como especificar que tipo de conjunto sdo os conjuntos U e V,
além de ndo especificar quantos elementos dos conjuntos dados devem satisfazer as
propriedades, se para todos ou se para determinados elementos. Com isso ndo é possivel
compreender matematicamente se 0 modelo criado é de um resultado ou de uma
definicéo.

Na Figura 2 os alunos ja utilizaram um texto mais argumentativo, onde, apesar
dos equivocos conceituais, € possivel compreender que trata-se de uma definicao.
Entretanto, a utilizacdo da simbologia matematica é equivocada em alguns pontos, como
quando ao explicitar a aplicacdo F, eles usam o simbolo de “tal que” sem estar em uma
representacdo de conjuntos, mas para informar que o elemento x pertence ao dominio,
fato desnecessario devido a notacdo de funcéo.

Outro ponto a ser destacado é quanto a demonstracdo/verificacao de resultados.
Assis (2018) retrata a situacdo de um aluno com dificuldades de compreender e aceitar o
processo de demonstracdo por contraexemplo, a saber, o processo de demonstrar que um
resultado ndo é valido apenas exibindo um caso particular, um exemplo, que néo satisfaz
a afirmacdo a ser verificada. 1sso leva-nos a refletir sobre como € ensinado a
demonstracdo aos alunos. Sabe-se que demonstrar ndo é tarefa facil, porém, é possivel de
ser apreendida e, mais do que isso, é necessaria ao professor de Matematica. Outro

aspecto € a natureza dos exercicios que exigem a demonstracdo/verificagdo, os quais, em
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sua grande maioria, sdo para verificar afirmagdes verdadeiras, ndo exigindo que o aluno

pense se aquilo é realmente verdadeiro ou se é falso, por isso surgiu tamanha estranheza
no aluno relatado por Assis (2018).

Visando conduzir o aluno a pensar na possibilidade de uma afirmag@o ndo ser
verdadeira e, com isso, utilizar a demonstracdo por contraexemplo, bem como a

demonstragéo direta da afirmagéo verdadeira, Assis (2018) propde a seguinte questéo:

Figura 3 — Questao para demonstracdo direta e por contraexemplo.

Considerando as operacdes soma e multiplicacdo por escalar usuais do dominio e do
contradominio de cada transformacdo abaixo listada, identifique quais delas séo
lineares e quais ndo sdo, sempre justificando a sua resposta.

a) A:R — R tal que A(x) = 2x

b) B: N — N tal que B(x) = kx, onde k € N é fixo

c) C:R?* — R?tal que C(x,y) = (xy, y)

d) D: P; — P; tal que D(p) = p’(derivada de p), onde P; representa o espaco vetorial
dos polinbmios com coeficientes reais de grau menor ou igual a 3.

e) F:M(n xn) — M(n x n) tal que F(A) = AB, onde M (n X n) é o espaco vetorial
das matrizes quadradas de ordem n com entradas reais, A € M(nxXn) e B € uma
matriz fixaem M(n X n).

f)G: R — Rtalque G(x) = ax+ b,ondea, b € R

Fonte: Assis (2018, p. 93).

Observe que com esta questdo, a autora trabalha, além dos tipos de
demonstracgdo/verificacdo mencionados, 0 conceito de espaco vetorial, trabalhando com
conjuntos habitualmente ndo utilizados durante estudo deste conceito, possibilitando ao
aluno uma visdo mais global de conjuntos que sdo espacos vetoriais e destacando, em
alguns casos, alguns que ndo séo e porque nao sao.

Por fim, destaca-se a necessidade de conduzir os alunos a formacdo de conexdes
conceituais. Tradicionalmente, os conceitos sdo ensinados isoladamente em cada
disciplina, ou seja, um mesmo conceito, como o de vetor, por exemplo, € estudado em
Algebra Linear, Geometria Analitica, Calculo Diferencial e Integral, Fisica e na
Matematica do Ensino Médio, porém, cada disciplina o trata em suas particularidades

exigidas para o desenvolvimento de cada uma delas, sem conduzir o aluno a ver que o
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conceito € 0 mesmo, somente tratado conforme convém naquele momento. Assim, o

conhecimento fica segmentado e fragil e o aluno ndo consegue obter uma visdo unificada
da Matematica.

Assis (2018) tentando romper com esse conhecimento segmentado dentro da
Algebra Linear, propde em varios momentos, questdes que utilizam conceitos de outras
disciplinas para conduzir o aluno na aplica¢do do conceito de transformacao linear e na
formacéo de conexdes conceituais. Na Figura 3 pode-se ver isso quando ela utiliza os
conjuntos dos polindmios com coeficientes reais de grau menor ou igual a 3 unido ao
conceito de derivacdo e o conjunto das matrizes quadradas de ordem n com entradas reais
para representar espagos vetoriais.

Outro exemplo de possibilidade de formar conexdes conceituais encontra-se na
Figura 4, quando Assis (2018) utiliza o conjunto dos nimeros complexos como espaco

vetorial para que os alunos definam uma transformacao linear.
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Figura 4 — Conexdo conceitual com o conjunto dos nimeros complexos.

Em computacdo gréfica e geometria sdo comuns problemas de rotacdo de objetos no
plano e no espaco. Esses problemas podem ser desenvolvidos recorrendo a teoria dos
numeros complexos simplesmente utilizando a parte operacional por meio de suas
operagOes usuais e da representacdo de um nimero complexo em forma de vetor como
criado por Hamilton em 1835 (e visto na historia exposta no inicio dessas aulas)
associada com a visdo geométrica dessas operagcdes no plano Argand-Gauss, onde
cada nimero complexo da forma z = a + bi, com a, b € R e i a unidade imaginaria,
é representado na forma vetorial (a, b) e assim representado no plano Argand-Gauss

como uma representacdo de um vetor real no plano cartesiano.

Utilizando o software Geogebra podemos obter a representacdo geométrica de
um namero complexo a partir da notacdo dada por Hamilton. Assim, com o auxilio

deste software, faca o que se pede.
a) Marque o ponto z; = 2 + 3i.

b) Marque os pontos abaixo e explicite 0 nimero complexo

b.l)z, =iz, =
b.2) z; =iz, =
b.3)z, =izz =
b4)z. =iz, =

c¢) Observando o grafico obtido com a marcacao dos pontos dos itens (a) e (b), que

conclusdes vocé tira a partir destas construgdes?

d) Dado um numero complexo qualquer z =a+ bi, qual seria 0 numero

correspondente a uma rotacdo arbitraria de 90° (90 graus) deste nimero z?
e) Qual a fungdo que determina a rotacdo obtida no item (d)?

f) Prove que a funcdo obtida no item (e) € linear.

Fonte: Assis (2018, p. 97).
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Veja que com a questdo da Figura 4, Assis (2018) trabalhou, aléem da conexao

conceitual, a demonstracdo de uma afirmacdo que poderia ser verdadeira ou falsa,
dependendo da funcdo rotacdo dada pelo aluno. Isso coloca o aluno para fazer uma
avaliacdo de seu pensamento, pois a questdo ja diz para provar que a funcdo que ele criou
era linear, de forma que se 0 aluno ndo chegasse a este consenso, sua funcéo néo estaria
correta.

Em todas as figuras acima, bem como em outras situacdes relatadas em seu
trabalho, vé-se a autora trabalhando o desenvolvimento do pensamento matematico dos
alunos, conduzindo-os a obtencdo de tal modo de pensar atraves de um processo de ensino

investigativo, fatores primordiais ao professor de matematica.

4 CONSIDERACOES FINAIS

A Algebra Linear é, de fato, uma disciplina que eleva o pensamento do aluno para
um nivel maior de abstracao, onde ele tem mais contato com conteidos que precisam ser
estudados, muitas vezes, sem uma aplicacdo real, pois para iSSO € necessario outros
conteudos que, muitas vezes estdo inacessiveis pelo fato da disciplina estar alocada no
inicio dos cursos de graduacdo. Entretanto, com um ensino adequadamente organizado é
possivel romper com essa barreira e conduzir os alunos na apreensdo dos conceitos

algébricos. E isso que Assis (2018, p. 168) retrata em seu trabalho:

Os resultados mostraram que o curso do desenvolvimento do conceito
cientifico sob as condi¢bes do processo educacional constitui uma forma
original de colaboragéo sistematica entre o professor e o aluno, na qual ocorre
o amadurecimento das funcfes psicoldgicas superiores. Com condic¢Bes de
ensino adequadas e intencionalmente planejadas, € possivel obter o surgimento
e 0 desenvolvimento do pensamento tedrico no plano interior das ages
mentais.

Assim, através da Algebra Linear pode-se desenvolver um pensamento
matematico no aluno, onde os simbolos algébricos facam sentido e as conexdes
conceituais permitam um pensamento integrado e sistematizado. Com isso, esse aluno
desenvolve o seu intelecto e se torna apto a pensar a Matematica enquanto ciéncia de
estudo e enquanto objeto de ensino, possibilitando que este aluno, quando assumir a
posicdo de professor, esteja apto a ensinar 0s seus alunos a pensar matematicamente,

como ele aprendeu.
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