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RESUMO

Este trabalho tem o objetivo de sugerir a apresentacdo de assuntos ndo mencionados para alunos do
Ensino Fundamental e Médio que ainda ndo fazem parte da grade curricular.. Sdo topicos simples e
iminentemente instigadores da curiosidade de qualquer aluno disposto a se aventurar no universo da
geometria espacial. Dois topicos pouco citados tém potencial excepcional como exemplos de
correspondéncia e de generalizacdo. O primeiro é construido no espaco tri-dimensional com poliedros,
figuras que servem como exemplos para varias formas de correspondéncia e generalizagdes e aplicagdo
de resultados como a férmula de Euler, relacéo entre seus componentes - faces, arestas e vértices - e a de
dualidade no espaco R® e de um teorema de René Descartes. Exemplos simples como dodecaedro-
icosaedro ja servem e exemplos como semi-regular a sélidos de Catalan sdo facilmente apresentados. O
segundo tépico é do teorema de Pitdgoras em R® com generalizagdo de tridngulo para tetraedro,
especificamente de tridngulo retangular para tetraedro tri-retangular, de duas arestas para trés faces e de
comprimento para area. Concluimos que a geometria sélida ¢ onde mais amplamente sdo encontrados
exemplos de generalizacdo e correspondéncia.

Palavras-chave: Geometria S6lida, Poliedros, Dualidade de Sélidos, Teorema de Pitagoras.

11 POLIEDROS NO ESPACO TRI-DIMENSIONAL.

Objetos geométricos tém niveis diferentes de complexidade. Os conceitos mais
simples - pontos, retas, planos, circulos e triangulos - sdo de facil compreensdo mas de
uso limitado em expor as relagdes entre os componentes de um todo. Poliedros
representam um avango neste sentido e, propomos mostrar que poliedros exibam as
propriedades de inter-relacdo de modo pleno mas compreensivel por alunos na faixa de

idade dos nove aos 16 anos. Caracterizar um poliedro por suas diversas faces e sua
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inter-relacdo permite distinguir poliedros semelhantes. Ser introduzido a poliedros antes
de ser assunto de estudo formal com avaliacdo nos parece saudavel pratica educativa:
algo é mostrado por ser interessante e bonito - e muito Gtil como recurso educativo. O
poliedro é de dimensdo trés, com vértices, arestas e faces e que é definido pela maneira
de acoplar faces em adjacéncia.

Uma primeira propriedade de poliedros é de cada vértice ser onde k arestas
incidem, k variando; cada aresta vincula dois vértices e € compartilhada por duas faces.
Com k arestas incidentes no vértice ha k poliedros em unido em torno do vértice.

A existéncia de familias de poliedros como prismas e pirdmides pode ser
mostrado mais cedo e em seguida os regulares. A férmula de Euler v - a + f = 2 se
aplicam facilmente a eles.

Destas propriedades, a dualidade é a mais completa. Dualidade descreve uma
relacdo, uma correspondéncia de duas listas de componentes de uma estrutura. Em
apresentacdo grafica para alunos, a dualidade geométrica é claramente expressa. Apesar
de existir dualidade no plano entre poligonos, a dualidade plena é melhor examinada em
dimensdo trés. Discutimos este assunto na se¢do 2.

Dimens&o trés implica no uso de exemplos sélidos com volume. Uma maneira
simples de dividir o espaco é com planos e com um minimo de quatro planos podemos
definir um objeto de volume limitado, o tetraedro. As fronteiras do tetraedro sdo
tridngulos, suas arestas e Vértices. Em cada vértice de um poliedro incidem
minimamente trés arestas e, de modo analogo, cada face de um poliedro possui
minimamente trés arestas.

As faces do tetraedro sao triangulos. Em geral as faces de um poliedro séo
poligonos e o grau da face do poliedro € o numero de arestas da face. Com quatro
planos no espago o Unico poliedro construido € o tetraedro.

O acréscimo de uma face implica na inclusdo de um plano que intercepta um
tetraedro. Esta interse¢do pode ocorrer de duas maneiras: i) o plano pode decepar um
vertice do tetraedro, interceptando as trés arestas incidentes no vértice. Neste caso a
parte decepada € um pequeno tetraedro; o outro poliedro criado tem duas faces
triangulares vinculadas por trés quadrilateros, e € um prisma triangular deformado. ii)
um plano pode separar dois vértices do tetraedro dos outros dois vértices. Esta corte
intercepta quatro arestas e produz um quadrilatero congruente nas duas partes da
divisdo, com mais um vértice para cada tornando-as piramides quadrilaterais convexos.
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Logo com cinco planos se consegue definir mais poliedros adicionais mas estes
sempre estardo em uma de duas classes: piramides quadrilaterais e prismas triangulares.
Aos alunos séo apresentados exemplos padréo destes poliedros: a pirdmide quadrada e o
prisma triangular regular. Poliedros com cinco faces sdo denominados pentaedros e
logo existem dois pentaedros. Para classificar os poliedros usa-se uma sequéncia néo-
crescente de numeros naturais correspondente ao nimero de arestas de cada face. Aos
tetraedros, com quatro faces triangulares, associamos a sequéncia (3, 3, 3, 3). A
piramide quadrada corresponde a (4, 3, 3, 3, 3) e o prisma triangular a (4, 4, 4, 3, 3)°

Conforme a idade de alunos, graus variados de poliedros podem ser
apresentados. Uma primeira apresentacdo de poliedros seria introdutoria e usaria
exemplos simples para exemplificar os conceitos de face, aresta e vértice. Piramides,
prismas e poliedros regulares como tetraedro e cubo devem ser apresentados, mas
ocasido de ver poliedros em maior generalidade deve ser possivel para todo aluno.

Ao aumentar o numero de planos, gerando os hexaedros, 0s heptaedros etc. o
nimero de poliedros aumenta rapidamente: sob certo método de classificacdo® ha dez
hexaedros e 34 heptaedros distintos. Mostrar aos alunos os tetraedros, pentaedros e
hexaedros providencia um exemplo de definicdo com seu fascinio. Na Figura 1 consta-
se que trés dos hexaedros ndo sdo convexos. Um exemplo destes motiva
questionamento de simplificacdes excessivas, como limites as maneiras de combinar os
poligonos como faces. Os dez hexaedros ndo podem ser criados com o simples
acréscimo de um plano de corte aos pentaedros. Os trés hexaedros ndo convexos sdo
produzidos a partir de tetraedros com dois planos que se interceptam no interior do
tetraedro de trés maneiras distintas. Em geral um prisma triangular ou pirdmide
quadrilateral tem que ser muito "deformado™”, ie ndo regular para que com a inclusdo de
mais um plano gera o respectivo hexaedro. Estes fatos podem ser incluidos ou omitidos

na abordagem do assunto, conforme a maturidade do publico.

w

Sequéncias de poliedros e muito mais podem ser encontrados em Senechal (2013).

4 Em numericana.com/data/polycount.htm é usado enumeracdo que ndo diferencia tipos de triangulo,
quadrilétero etc das faces, mas se baseia somente no posicionamento relativo entre estes poligonos.
Todos sdo exibidos em Wikipedia (inglés) sob "Hexahedron".
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Figura 1 - Os dez hexaedros

(5,4,4,3,3,3) (5,5,4,4,3,3) (4,4,3,33,3 (6,53,3,3,3) (6,6,3,3,3,3)
Fonte: Wikipedia - the free encyclopedia (Hexahedron)

Na Figura 1 consta-se um fato surpreendente: ha dois poliedros com a mesma
sequéncia numérica mas que sdo distintos. Os dois poliedros centrais, um acima do
outro, ttm ambos a sequéncia (4, 4, 3, 3, 3, 3). No poliedro de cima as duas faces
quadrilaterais compartilham uma aresta; no correspondente de baixo compartilham dois
vértices mas nenhuma aresta. Concluimos que os poliedros sdo distintos, apesar de
compartilharem a mesma sequéncia descritiva. Tentativas de descrever os poliedros de
modo "mais completo™ seria uma atividade mentalmente ludica e de cunho novo, ndo
visto antes em aulas de matematica.

A apresentacdo padrdo de poliedros tem sido de apresentar somente 0s cinco
poliedros regulares: tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro. Apesar de serem
Uteis, limitar os poliedros aos regulares nos parece uma opcéo inadequada; exibir 0s
dois pentaedros e dez hexaedros cria uma perspectiva nova sobre poliedros. Além dos
poliedros regulares e os demais exibidos acima, ainda ha familias de poliedros que
destacam pela beleza (e, portanto, interesse intrinseco). Entre estes destacamos o0s
poliedros semi-regulares e os poliedros de Catalan. Os poliedros de Catalan serdo
apresentados na secdo 2, enquanto os semi-regulares séo poliedros de faces regulares
nos quais a configuracdo de poligonos em torno de cada vértice é idéntica, como ocorre
nos regulares, mas permitindo diversos poligonos distintos como faces.

Poliedros semi-regulares foram examinados com todo detalhe na Grécia por
Arquimedes, 100 anos ap6s a publicacdo de Os Elementos por Euclides. Na Figura 2

mostramos dois poliedros semi-regulares: o cuboctaedro e o rombicosidodecaedro. Em
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torno de cada vértice do cuboctaedro ha’dois quadrados e dois triangulos; no
rombicosidodecaedro ha dois quadrados, um triangulo e um pentagono. Os prismas e
anti-prismas sdo semi-regulares, com ou dois quadrados e um poligono em cada vértice
ou trés triangulos equildteros e um poligono em cada vértice. J& que hé infinitos n-
agonos regulares, ha infinitos possiveis poliedros semi-regulares. Treze deles que nédo

sejam prismas nem anti-prismas sdo conhecidos como os poliedros de Arquimedes.

Figura 2 - o cuboctaedro e o rombicosidodecaedro

Fonte: Wikipedia (Sélido de Arquimedes)

Uma abordagem simples de apresentar os solidos de Arquimedes € pelo
apresentacdo de truncamento de vértices. Ao decepar um vértice de um poliedro regular,
outro poliedto é gerado. Ao completar o processo em todos 0s vértices, gera-se um

regular truncado - dos quais existem cinco ilustrados na Figura 3.

Figura 3 - os cinco regulares truncados: Tetraedro truncado; Cubo truncado; Octaedro

truncado; Dodecaedro truncado; Icosaedro truncado

68¢98

Fonte: Wikipedia - the free encyclopedia (Semi-regular polyhedra)

Tudo que deseja transmitir para alunos sobre poliedros pode ser realizado com
uso de poliedros feitos de cartolina ou plastico. Para trabalhar com alunos dos anos 6° a
9° do ensino fundamental, a fabricacdo de poliedros rende muito como trabalho ltdico e
gratificante. No ensino médio, discussdes de poliedros e sua natureza podem ser usadas
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para explorar conceitos importantes da matematica. Nossa experiéncia indica que pode
ser construido um poliedro de oito faces em 40 minutos e um de 16 faces em 90
minutos®. Este trabalho pode ser realizado na escola em horario de aula ou
suplementado por trabalho individual em casa, quando possivel. Cada aluno pode
explicar muito sobre geometria fazendo uso do poliedro especifico que ela/ele fez.
Exemplos de poliedros notaveis mas construtiveis por alunos sdo apresentados em
Figura 4. De esquerda a direita estes sdo o icosaedro truncado, o cubo snub ou cubo

achatado e o icosidodecaedro truncado.

Figura 4 - icosaedro truncado, o cubo snub ou cubo achatado e o icosidodecaedro

truncado.

AP ity

Fonte: Laboratério de Educacdo Matematica - IME/UFG

Como o nome indica, o poliedro a esquerda na Figura 4, o icosaedro truncado,
tem origem estimulante. Tome o poliedro regular classico icosaedro, com suas 20 faces
triangulares e doze vértices com cinco triangulos adjacentes em cada um. Imagine
decepar um vértice do icosaedro de modo que o plano cortante corte cada um dos cinco
triangulos do vértice. E facil ver que o corte vai produzir um pentagono na posicéo do
veértice e que cada um dos cinco triangulos sera cortado num vértice, se tornando um
quadrilatero.

Repita este processo em cada um dos doze vértices: produzira doze pentagonos
em lugar dos vértices do icosaedro e cada face triangular, com cortes préximos aos seus
trés vértices, se transformard num hexagono. O icosaedro truncado tem 20 faces
hexagonais e doze pentagonais - e por coincidéncia é a base do nosso futebol!

Para alunos de segundo grau outro resultado pode ser apresentado, exigindo
como assunto a atencdo maior de alunos. O resultado é de René Descartes do século

XVII e versa sobre a soma dos angulos exteriores de um poliedro. A soma de angulos

5 Outros métodos de construgdo podem ser encontrados em Andrade (2014) e Senechal (2013)
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externos de um poligono convexo ¢ 2w ou 360° - fato conhecido por alunos do 1° ano do
ensino médio. Repare que a circunferéncia de um circulo de raio um é 2n. A éarea
superficial de uma esfera de raio um ¢ 4n. Descartes provou que a soma dos angulos
externos de um poliedro ¢é 47 ou 720°.

Como exemplos simples examine Figura 5. A esquerda ha um cubo de oito
vértices. Em cada vértice ha trés quadrados, com angulo de 90°. 3 x 90° = 270°% o
angulo interno. O angulo externo é 360° - 270° = 90°. Com oito vértices a soma dos
angulos externos ¢ 8 x 90° = 720°. A direita tem-se o cubo achatado. Este em cada
vértice tem quatro triangulos (4 x 60° = 240°) e um quadrado (90°) e, portanto, angulo
interno 240° + 90° = 330° e, portanto, angulo externo de 360° - 330° = 30°. Com 24

vértices da-se um total de 24 x 30° = 720°.

Figura 5 - cubo de oito e cubo achatado
s -

Fonte: (& esquerda) Wikipedia (Solido de Arquimedes) A direita: Laboratério de Educagéo
Matemética - IME/UFG

2 DUALIDADE ENTRE POLIEDROS

A dualidade no espaco tridimensional envolve uma correspondéncia entre
componentes de um poliedro. Associamos objetos de dimensédo dois (planos ou faces) a
outros de dimensao zero (pontos ou Vértices) e de haver outra associacdo de objetos de
dimensdo um (retas ou arestas) a outros objetos de dimensdo um. Dado um poliedro P,
este possui f faces poligonais, a arestas e v vértices. Sabemos que f-a+v=2seo0
poliedro for simples®.,

Seja dado um poliedro P. A correspondéncia que descrevemos implica associar a

cada face de P um vértice do poliedro dual de P, P*. A cada vértice de P associamos

6 Afdérmula de Euler vale para sélidos sem furo, no sentido do toro ter furo. Para toros e outros sélidos
hé& outras formulas.
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uma face de P* e a cada aresta de P outra aresta de P*. Se P tem f faces, a arestas e v
vértices, P* tera pela correspondéncia v faces, a arestas e f vértices’.

O poliedro dual de P* é o préprio poliedro P, ou seja (P*)* = P.

O dual de vértice € uma face - mas qual? J& que aresta corresponde a aresta, as
arestas da face correspondem as arestas incidentes no vértice. Veértice de trés arestas, o
nimero minimo, corresponde a triangulo; vértice de quatro arestas a quadrilatero, etc.

Trés exemplos sdo comumente dados de dualidade: o tetraedro regular é dual de
si proprio ou auto-dual (pois neste caso o numero de Vértices € igual ao nimero de
faces); o cubo é dual do octaedro regular e vice-versa; o icosaedro regular € dual do
dodecaedro regular e vice-versa.

Resumimos o caso da dualidade entre dodecaedro e icosaedro. O dodecaedro
tem 12 faces pentagonais, 30 arestas e 20 vértices com trés arestas incidentes em cada
um. O dual do dodecaedro, portanto, terd 20 faces triangulares, 30 arestas e 12 vértices
com cinco arestas incidentes. Isso descreve com precisdo o icosaedro, dual do
dodecaedro. As 30 arestas do dodecaedro correspondem a 30 arestas perpendiculares a
elas e interceptando nos pontos médios, ilustrado na Figura 5. A beleza da nocgdo de
dualidade, bem apresentada com exemplos concretos, serve como inspiragdo a alunos

com algum interesse na matematica.

Figura 6 - icosaedro sobreposto a dodecaedro

Fonte: Wikipedia - the free encyclopedia (Compound of dodecahedron and icosahedron )

7  Dualidade e sua exposicdo no ensino médio é tratada por Cabral (2019).
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Mais interessante € um exemplo menos elementar: a dualidade do semi-regular
tetraedro truncado e o triakis tetraedral. Ao decepar regularmente os quatro vértices de
um tetraedro, cada vértice do tetraedro se torna uma secdo triangular. Cada face
triangular do tetraedro se torna um hexagono e ha, portanto, oito faces: quatro
triangulares (dos vértices do tetraedro) e quatro hexagonais (das quatro faces). Vide

Figura 7 a esquerda.

Figura 7 - o tetraedro truncado, seu dual o triakis tetraedral e rede do triakis tetraedral

Fonte: (A esquerda e a direita) Wikipedia - the free encyclopedia. (Centro) Laboratério de Educacio
Matemética - IME/UFG

O tetraedro truncado tem 12 vértices e 12+6 arestas (12 dos quatro triangulos e
seis do tetraedro original) = 18 arestas. Na figura dual P*, havera oito vértices, 18
arestas e 12 faces. Cada vértice do tetraedro truncado corresponde a trés arestas
incidentes; por isso cada face de P* sera um tridngulo. Quatro faces do tetraedro
truncado sdo triangulos e quatro hexagonos; portanto, no triakis tetraedral tem-se quatro
vértices com trés arestas incidentes e quatro vértices com seis arestas incidentes. Os
poliedros duais de poliedros semi-regulares se chamam poliedros de Catalan e séo
treze distintos, um para cada poliedro de Arquimedes.

Poliedros de Arquimedes e Catalan ndo fazem parte do curriculo escolar; porém
sua exibicdo para alunos do ensino médio contribuiria para mostrar a riqueza em

potencial da geometria com valor intelectual e artistico aos alunos.
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3 O TEOREMA DE PITAGORAS EM R®

O teorema de Pitagoras, o presente em Os Elementos de Euclides, € um teorema
muito conhecido e, portanto, serve como base para uma apresentacdo sem levantar
dificuldades. Escreve-se b? + ¢ = a® referindo-se aos comprimentos b, ¢ e a das trés

arestas do triangulo AABC com angulo reto em A. Vide Figura 8.

Figura 8: Pitagoras em dimenséo dois

b
Fonte: Autores do trabalho (2022)

O fato de b? + ¢ = a2 neste caso de triangulo retangulo era conhecido no minimo
2.500 anos antes de Pitdgoras, na Mesopotamia e Egito. A demonstracdo do fato
aguardou mais dois milénios.

Este teorema fala da relagdo entre os comprimentos de duas arestas b e ¢ de
tridangulo retangulo, denominadas catetos, em torno de um &angulo reto A e de uma
terceira aresta a, oposta ao angulo reto A, denominada hipotenusa de ABC. A soma dos
quadrados dos comprimentos dos catetos b e ¢ é igual ao quadrado do comprimento da
hipotenusa a.

Ao passar do plano para 0 espago, varios conceitos generalizam em varios
entendimentos da palavra. O espa¢o bidimensional do triangulo passa ao tridimensional
do espaco. O triangulo ABC em R? é a figura mais simples possivel néo contida numa
reta. Em R®, trés pontos ndo-colineares definem um plano e a passagem para dimenséo
trés exige um quarto ponto ndo contido no plano dos primeiros trés pontos. Ligando
estes quatro pontos temos ABCD, o tetraedro e figura mais simples ndo contida num
plano.

O angulo reto A de AABC define um triangulo especia, retangulo. Em R® temos

uma figura tetraedral correspondente. Em um vértice do tetraedro considere as trés
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arestas incidentes como mutuamente perpendiculares. Assim como o vertice A de
AABC com angulo reto é vertice especial, o vértice A do tetraedro com angulo reto
triplo é denotado vértice tri-retangular® e o tetraedro ABCD tetraedro tri-retangular.
Neste caso as arestas BA, CA e DA sdo mutuamente perpendiculares entre si. Um
tetraedro com um angulo tri-retangular corresponde no espaco a um triangulo
retangulo no plano. O triangulo possui duas arestas em torno de A; o tetraedro tri-
retangular em A possui trés faces (triangulos retangulos) em torno de A.

O canto de uma sala de casa ou apartamento costuma corresponder a um tri-
retangular. Marcando distancias b, c e d a partir de sua interse¢do no canto ao longo das
trés arestas perpendiculares, visualizamos uma quarta face triangular, vértices BCD, que
dificilmente poderia ser retangulo como os outros trés triangulos. Tem-se uma figura
analoga ao triangulo retangulo e face BCD é sua hipotenusa.

Ao passar de arestas em torno de um vértice especial A (AABC) para trés faces
de triangulos retangulos em torno de um vértice especial A, tri-retangular, fizemos uma
passagem simples por certa perspectiva, mas completa e impressionante por outra. Do
comprimento de arestas b, ¢ e a passamos a falar de area de faces ACD, ABD, ABC
(tridngulos retédngulos) e BCD (n&o retangular).

O teorema de Pitagoras em R® se formula assim: dado um tetraedro tri-
retangular, a soma dos quadrados das areas das faces triangulos retangulos é igual ao
quadrado da &rea da face oposta ao angulo reto triplo.

Consideramos um exemplo apto para apresentacdo na sala de aula do ensino
médio: seja ABCD um tetraedro com arestas AB, AC e AD mutuamente
perpendiculares de comprimentos respectivamente 3, 4 e 4 unidades. Vide Figura 9.

Temos trés triangulos retangulos em torno do vértice A: AABC de area 3 x 4/2 =
6, AABD também de area 3 x 4/2 = 6 ¢ AACD de area 4 x 4/2 = 8 unidades quadradas

(u?) . A soma dos quadrados destas areas é 36 + 36 + 64 = 136 u°.

8 Os detalhes desta construcdo podem ser encontrados em Court (1935). Court cita o teorema sem
mencionar sua origem que parece ter acontecido no século XVII.
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Figura 9: Tetraedro tri-retangular.

B
Fonte: Autores do trabalho (2022)

O tridangulo BCD, oposto ao Vértice tri-retangular, tem arestas que sdo as
hipotenusas dos tridngulos retangulos, de medidas 5, 5 ¢ V32 = 4.2 e, portanto, é
tridngulo isdsceles. (Figure 9)

O triangulo BCD tem altura BX com BX?=BD?-DX*=25-(2V2)*=17¢ea
altura é V17. Tendo base CD, que mede 4\2, a 4rea de ABCD = V17. 4V2/2 e a area ao
quadrado ¢ (V17.2v2)* = 136 u®. Vemos que a soma dos quadrados das &reas dos
triangulos retangulos é igual ao quadrado da area do triangulo BCD, a hipotenusa do
tetraedro tri-retangular, exemplificando a validade do teorema de Pitagoras para

dimensao trés.

Figura 10 - a face BCD do tetraedro
B

42
Fonte: Autores do trabalho (2022)
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Comunicacao Cientifica

Este é o exemplo dos mais simples porém completo de
generalizacéo/correspondéncia na geometria®

Resta uma pergunta: Pitdgoras generaliza mais ainda, para dimensdo quatro,
cinco, ...? Se uma aluna curiosa fizer esta pergunta, responda-a “Sim, generaliza, e do
mesmo jeito que fizemos ao passar de dimensao dois para dimensao trés”. Os detalhes

existem em Manning (1956).

4 CONCLUSOES

Exemplos na matematica de analogia, de correspondéncia e generalizacdo séo
raros e fazem falta no ensino do uso da matematica. Poliedros e tdpicos da geometria
solida preenchem esta lacuna de modo natural. A passagem de dimensdo dois para
dimensdo trés é, na experiéncia de alunos do ensino fundamental e médio, o exemplo
mais simples desta passagem. Entendemos que é na geometria sélida que encontra-se 0s

maiores alicerces dos conceitos apresentados neste trabalho.
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