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RESUMO

Este trabalho, inicialmente, mostra um pouco da producdo Matematica da babil6nia. Posteriormente,
apresenta 0 modo como os astronomos babildnicos antigos calculavam a posicao de Jupiter a partir da area
sob o grafico da velocidade pelo tempo, 0 método do trapézio. Este resultado, obtido de interpretacdo de
tabulas de argila babildnicas de 400 e 50 a. C., recentemente interpretadas, altera a Histéria do Calculo
Diferencial e Integral, uma vez que se acreditava que foram matematicos europeus do século XIV que
descobriram esse modo de operar, o que confirma o calibre da Ciéncia babilbnica, altamente evoluida e
pratica. Deste modo, busca-se contribuir com 0 movimento légico e histérico do Teorema Fundamental do
Célculo, fato fundamental para o ensino-aprendizagem da Matemaética. A acdo de percorrer o caminho que
o cientista fez na determinacéo dos objetos cientificos traz contribui¢Ges para o ensino de Matemaética, uma
vez que as agBes mentais sO podem ser produzidas pelo escolar se ele se apropriar desse modo de agir.
Assim, este estudo mostra 0s motivos de sua criagdo, permanéncia e evolucdo no cenério cientifico.

Palavras- chave: Teorema Fundamental do Calculo; Histéria do Calculo; Babildnicos.

1 INTRODUCAO

O Teorema Fundamental do Calculo (TFC) desempenha um papel relevante no
mundo cientifico e é nuclear para o Célculo Diferencial e Integral (CDI) de uma e mais
de uma variavel, sendo um elo entre derivada e integral. Neste texto, apresentamos fatos

recentes que ajudam a tecer a histéria do CDI. Consideramos importante compreender o
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movimento l6gico e historico dos objetos matematicos, pois, a partir disso, poderemos
resgatar o caminho percorrido pelos cientistas, ao longo do tempo, para determina-los.
Com isso, podem-se compreender os motivos de sua criagdo e permanéncia na ciéncia,
mas, principalmente, este trajeto esclarece os caminhos pedagdgicos a serem seguidos;
afinal, em aula, para a compreensdo do conceito, temos que planejar atividades que
permitam que o aluno refaca 0 mesmo caminho percorrido pelo cientista.

Um fato historico recentemente descoberto diz respeito a génese do CDI e nos
remete & Babil6nia, uma sociedade muito desenvolvida do ponto de vista comercial e que
dominava muito bem um saber-fazer que hoje chamamos de Matematica. Eves (2011) é
mais preciso com relacdo a esse saber-fazer da civilizacdo babilénica e 0 modo de

armazenar seus conhecimentos que chegaram até nos:

Os arquedlogos vém trabalhando na Mesopotamia sistematicamente desde
antes da metade do século XIX, tendo ja desenterrado mais de meio milhdo de
tabulas de argila. Somente no sitio da antiga Nipur foram escavadas mais de
50 000 tabulas. Os museus de Paris, Berlim e Londres e as Universidades de
Yale, Colimbia e Pensilvania tém excelentes coleces dessas tabulas. Estas
sdo de tamanho variavel, desde as pequenas de umas poucas polegadas
quadradas até algumas do tamanho aproximado deste livro, sendo a espessura
destas Gltimas, em torno de seu centro, de aproximadamente uma polegada e
meia. Os escritos as vezes aparecem em apenas uma das faces da tabula, as
vezes em ambas e frequentemente em seu contorno arredondado. Das cerca de
meio milhdo de tabulas, quase 400 foram identificadas como estritamente
matematicas, constituidas que sdo de tabuas e listas de problemas matematicos.
(EVES, 2011, p. 59-60)

Como mostra Eves (2011), os babilonios eram extremamente habilidosos nos
calculos e catalogaram diversas tabuas com dados informativos para o desenvolvimento
de contas especificas. O dominio do sistema de numeracdo foi um dos momentos
importantes da histéria da Matematica. Nosso sistema de numeracao foi criado por volta
do século XII-XIII e trouxe novos modos de operar, fato crucial, pois o comércio
necessitava de novas tecnologias (algoritmos, por exemplo) para o comércio. Desse
modo, a criacdo de algoritmos permitiu avancgos em outras areas também; como informa

Eves (2011), seu dominio era fato na sociedade babildnica:

Mesmo as tabulas mais antigas mostram um alto grau de habilidade
computacional e deixam claro que o sistema sexagesimal posicional j& estava
de longa data estabelecido. H& muitos textos desses primeiros tempos que
tratam da distribuicdo de produtos agricolas e de calculos aritméticos baseados
nessas transacBes. As tabulas mostram que 0s sumérios antigos estavam
familiarizados com todos os tipos de contratos legais e usuais, como faturas,
recibos, notas promissorias, crédito, juros simples e compostos, hipotecas,
escrituras de venda e endossos. Ha tabulas que sdo documentos de empresas
comerciais e outras que lidam com sistemas de pesos e medidas. (EVES, 2011,
p. 60)
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A geometria babildnica se relaciona intimamente com a mensuracao pratica:

De numerosos exemplos concretos infere-se que os babilénios do periodo 2000
a.C. a 1600 a.C. deviam estar familiarizados com as regras gerais da area do
retangulo, da area do triangulo retangulo e do triangulo isésceles (e talvez da
area de um triangulo genérico), da area de um trapézio retangulo, do volume
de um paralelepipedo reto-retangulo e, mais geralmente, do volume de um
prisma reto de base trapezoidal. Considerava-se uma circunferéncia como o
triplo de seu didmetro e a area do circulo como um duodécimo da area do
quadrado de lado igual a circunferéncia respectiva (regras corretas para = 3) e
se obtinha o volume de um cilindro circular reto como o produto da base pela
altura. O volume de um tronco de cone e o de um tronco de pirdmide
quadrangular regular eram calculados erradamente como o produto da altura
pela semissoma das bases. Os babil6nios também tinham conhecimento de que
os lados correspondentes de dois tridngulos retdngulos semelhantes séo
proporcionais, que a perpendicular baixada do vértice de um tridngulo
isdsceles em que incidem os lados congruentes divide ao meio a base e que um
angulo inscrito numa semicircunferéncia é reto. E conheciam o teorema de
Pitagoras. (EVES, 2011, p. 60)

A élgebra babildnica era retorica e ha tabuas indicativas de que eles sabiam

resolver equacdes do segundo grau de uma maneira equivalente a dos dias atuais.

Um problema babildnico pede o lado de um quadrado se a diferenca entre a
area desse quadrado e seu lado é o nimero (sexagesimal) 14,30. A resolucdo
do problema ¢ descrita como se segue: “Tome metade de 1, que ¢ 0;30;
multiplique 0;30por 0;30, 0 que d& 0;15; some 0;15 a 14,30 obtendo 14,30;15.
Este Gltimo é o quadrado de 29;30. A seguir some 0;30 a 29;30; o resultado é
30, que é o lado do quadrado”. (EVES, 2011, p. 78)

Seguindo os passos descritos, a resolucdo babilénica equivale exatamente a

resolver a equacéo quadratica x? +px = q utilizando a formula x=x = /(2)2 +q+p/2.

Perto do ano 2000 a.C. a aritmética babil6nica ja havia evoluido para uma
algebra retorica bem desenvolvida. Nao s se resolviam equacgdes quadraticas,
seja pelo método equivalente ao de substituicdo numa formula geral, seja pelo
método de completar quadrados, como também se discutiam algumas clbicas
(grau trés) e algumas biquadradas (grau quatro). (EVES, 2011, p. 60-61).

Segundo Eves (2011, p. 63), um fato marcante na Matematica babil6nica esta na
tdbua denominada de Plimpton 322, a mais notavel das tdbulas matematicas babil6nias ja
analisadas. O nome indica que se trata da tabula da colecdo G. A. Plimpton da
Universidade de Columbia, catalogada sob 0 nimero 322. A tabula foi escrita no periodo
Babilénico Antigo (aproximadamente entre 1900 e 1600 a.C.) e 0s primeiros a representar
seu conteudo foram Neugebauer e Sachs em 1945. Ela descreve varias ternas de nimeros
que posteriormente seriam chamadas de ternas pitagoricas, denominadas assim por
acreditarmos, segundo documentos historicos, ser Pitagoras o primeiro a demonstrar que
em todo triangulo retangulo o quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos

catetos.
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Até recentemente, acreditava-se que assuntos relacionados ao que hoje chamamos
modernamente de Calculo Diferencial e Integral, cuja origem esta associada ao calculo
de areas e de célculo de retas tangentes, eram privilégio da Matemética grega e
posteriormente da sociedade europeia, pois ndo havia nenhuma comprovagdo que
refutasse tal fato. Muitas tbulas ainda existem e carecem de traducdo e interpretacdo
adequadas Isso pode mudar crencas e reconstruir caminhos, modificando a Historia.

Sabemos agora, gragas as pesquisas de Ossendrijver (2016), que a Histéria do CDI
tem inicio em um tempo remoto, mas desde aquela época ja se podia notar sua
importancia nas revolucdes cientificas, pois ele foi utilizado para resolver problemas
complexos, mesmo que o formalismo da era grega ainda néo tivesse sido concebido. A
ciéncia Matematica e a propria palavra Matematica ndo existiam ainda, e suas origens
provém do grego, assim como a geometria ainda ndo tinha o mesmo significado atribuido
pela civilizagdo grega enquanto ciéncia rigorosa, mas ainda era geo (terra) e metria
(medida).

Muito tempo depois da inauguracdo da Matematica grega, a descoberta do
Teorema Fundamental do Calculo estabeleceu uma revolucdo, permitiu avangos
significativos em diversas areas de conhecimento, a partir século XVI1I e foram Newton
e Leibniz que compreenderam esse resultado de forma independente. Na realidade, o
calculo é produto de uma longa evolucdo que néo foi iniciada nem concluida por Newton
e Leibniz (COURANT, 2000, p.481).

O célculo de area e o célculo de tangentes sdo operagdes, de certa forma,
dominadas pelos gregos antigos e estdo no centro das abordagens do CDI. Arquimedes
sabia calcular areas e volumes de diversas figuras pelo método da exaustdo que, em
esséncia, € 0 mesmo utilizado pelos matematicos modernos. Apoldnio de Perga sabia
calcular reta tangente as conicas. Mas ndo ha nenhum registro historico mostrando que
0s gregos sabiam da ligagdo entre essas duas operagoes.

Apesar de possibilitar avancos cientificos, a Matemaética teve de esperar até o
século XIX para que se criassem 0s fundamentos da analise e, dessa forma, pelo
refinamento dado a Matematica, o CDI passou a ter local de destaque na Matematica
moderna pela fundamentacdo tedrica dada a ele. Segundo Greenspan e Benney (1973), 0
Célculo é um triunfo da civilizagdo moderna e tem sido o suporte do progresso cientifico
e tecnologico desde sua criagdo. Para a educacdo cientifica, sua importancia esta nas suas

aplicacdes:
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[...] Com efeito: o Calculo é imprescindivel para a formacdo do cidad&o.
Resolucdo de problemas de juros ou de crescimento de populacdo (ou do
aumento do custo de vida, da divida externa etc.), calculos de velocidades ou
de taxas de variacbes de outras grandezas, interpretacdes de graficos de
funcdes reais, resolucdo de problemas de otimizacdo (de areas, de orcamentos
domeésticos etc.) sdo habilidades cada vez mais requisitadas para o exercicio
pleno da cidadania em uma sociedade de crescente complexidade.
(REZENDE, 2013, p. 37)

No CDI, o TFC ocupa um papel de destaque, pois ele une seus dois problemas

principais, a saber: o de calcular a reta tangente a uma curva e o de calcular a area sob

uma curva que, durante muito tempo, foram estudados de modo independente,

aparentemente sem nenhuma relacdo visivel, e se desdobram em diversos outros

equivalentes para fungdes de uma ou mais variavel.

O Teorema Fundamental do Céalculo uniu o que chamamos modernamente de

Deriva e Integral. Machado (1998) explica:

[...] O Caélculo Diferencial e Integral trata de questBes relacionadas com a
medida da rapidez com que as grandezas aumentam ou diminuem, os objetos
se movem ou as coisas se transformam. Tratam também das questBes
envolvendo a interpretagdo de grandezas que variam continuamente como se
variassem através de pequenos patamares onde se manteriam constantes,
conduzindo a somas com um ndmero cada vez maior de parcelas cada vez
menores. A medida da rapidez de variagdo conduz & nogdo de derivada; o
estudo das somas com muitas pequenas parcelas conduz a nogéo de integral.
Ambas as nog¢des tém que ver, em suma, com a aproximacao de curvas por
retas, ou de fendmenos ndo lineares por descri¢des lineares, recurso
fundamental em mdltiplas e distintas situagdes. O processo através do qual
uma curva € aproximada por uma reta que lhe é tangente é a diferenciagao ou
derivacdo; a aproximacdo de curvas por retas como a que tem lugar, por
exemplo, no calculo de é&reas, d& origem ao processo de integracao.
(MACHADO, 1998, p.148)

Até pouco tempo, acreditava-se que o calculo da area sob uma curva fosse uma

descoberta realizada no século XIV e que uma de suas aplicacdes direta daria, entre

outras coisas, 0 comprimento de uma curva. Porém, descobertas recentes obtidas de

tabulas cuneiformes mudaram essa histdria e langaram nosso olhar de volta & producéo

matematica da sociedade babildnica.

2 OS BABILONICOS E O CALCULO DIFERENCIAL INTEGRAL

Os povos babil6nicos, por meio das escritas cuneiformes em tabuas de argila,

deixaram diversos registros de suas realiza¢@es, mostrando que tinham uma Matematica

poderosa. Sao tantas tabuas de argila que ainda levara um longo periodo para se desvendar

todas.
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Os documentos matematicos sdo tdo numerosos e vem de tempos tao diferentes
que seria necessario um longo espaco de tempo para reconstruir o
desenvolvimento da matematica da Mesopotamia (0 que ndo acontecesse com
a matematica do antigo Egito). [...] VVarios milhares esperam ser decifrados e
editados em uma linguagem moderna. (WUSSING, 1979, p. 20)

Assim, ndo ha alternativa para o historiador a ndo ser investigar: “o historiador
assemelha-se a um equilibrista que andasse em fio de ago preso entre dois distantes
edificios, a uma altura estonteante, sem ter por baixo a rede protetora que lhe amorteca a
possivel queda” (BICUDO, 2004, p.58). Realmente, fatos novos podem modificar
interpretacdes e teses amplamente aceitas; este € o0 caso da pesquisa de Ossendrijver
(2016) que descobriu que astronomos babilonicos desenvolveram muitos conceitos
importantes que ainda estdo em uso. Ossendrijver traduziu varias tabuas de argilas em
escrita cuneiforme do periodo que vai de 350 a 50 a.C. e descobriu que algumas delas
continham estratégias para calcular a drbita de jupiter, baseada no céalculo da area do
trapézio sob um gréfico. Acreditava-se que tal técnica havia sido uma criacdo de 1400
anos depois, em Oxford. Essa descoberta mudou também as ideias de como os babildnicos
influenciaram a ciéncia ocidental.

Segundo Ossendrijver (2016), ha séculos os astrdnomos tracaram cuidadosamente
0 movimento da lua e planetas nas antigas cidades da Babil6nia. Jupiter foi um planeta
favorito devido ao fato de representar, segundo as tradi¢cdes dos babilénicos, a esséncia
do deus Marduk. Astrénomos babil6nicos registraram sistematicamente suas observacdes
nas tabuas cuneiformes. Usaram geometria elementar para tragar o movimento de Jupiter,
uma congquista tao significativa e que sé agora foi descoberta com seus devidos créditos.

Os astrénomos babilénicos empregaram uma espécie de pré-calculo ao descrever
0 movimento de Jupiter no céu noturno em relacdo as estrelas mais distantes. Esse é um
achado verdadeiramente surpreendente, uma descri¢cdo que, devidamente interpretada,
fornece o grafico da velocidade pelo tempo, um conceito moderno.

Cerca de 340 tabulas babildnicas dessa cole¢do possuem dados sobre as posi¢des
planetarias e lunares, dispostas em linhas e colunas, como uma planilha. Outras 110 sdo
processuais, com instrucdes que descrevem operacOes aritméticas (adicdo, subtracéo,
multiplicacdo), utilizadas para calcular as posi¢fes dos objetos celestes. Um conjunto de
quatro tdbuas sobre a posicao da Jupiter preserva um procedimento de célculo complicado
que da instrugdes para estimar a area sob uma curva.

Para calcular a posicdo de Jupiter, os babilénicos focaram no seu movimento ao

longo da Ecliptica, que € o caminho que o sol parece tracar tendo como referéncia as

181
Anais do 72 Encontro Goiano de Educacdo Matematica — VII EnGEM — 22 a 24 de maio de 2019, Jatai, GO.



Comunicacao Cientifica

estrelas. Os babilénicos mediram o movimento diario de Japiter e as observacdes

produziram um trapezoide (Figura 1), cuja area representava 0 movimento de Jupiter.

Figura 1 - Representagdo do movimento de Japiter
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Fonte: Ossendrijver (2016, p. 483).

Embora as tdbuas ndo mostrem nenhuma figura trapezoide, os célculos
comprovam que os babildnicos executaram o calculo de area de trapézios para realizar a

descoberta astrondmica:

Para o primeiro intervalo de 60 dias, vo = 0; 12 °/ d (= 12/60) e vg = 0;9,30°/d
(=9/60+30/602). Sua soma é multiplicado por 0;30 (= 1/2), resultando em um
valor médio (vo + Veo)/2 = 0;10,45°/ d, que é multiplicado por 1,0 (= 60) dias,
resultando em um deslocamento total de: S = 1,0 . (Vo + Veo) / 2 = 10; 45 °.
Para o segundo intervalo, v g =0; 9,30 °/dev 120 =0;130°/d (= 1/60 +
30/60?), levando a (veo + Vi20) / 2=0;5,30°/d e S =5; 30 °. A soma dos
deslocamentos totais, 10, 45 ° + 5, 30 ° = 16, 15 °, é declarada como a distancia
total descrita por Jupiter ao longo da ecliptica em 120 dias. Em outras palavras,
a longitude ecliptica de Jupiter apds 60 e 120 dias é calculadacomo e = 1o
+10;45°e A 120= Ao+ 16; 15 °, respectivamente. (OSSENDRIJVER, 2016,
p. 483).

Segundo Ossendrijver (2016), a astronomia babilénica empregava uma base
sexagesimal, isto €, um sistema posicional em que 0s numeros sdo representados como
sequéncias de digitos entre 0 e 59, cada um associado a uma poténcia de 60. Na notacao
moderna comumente usada, todos os digitos sdo separados por virgulas, exceto o digito
correspondente a 60, que é separado do proximo 60 por um ponto e virgula (;), para
separar a parte decimal. Para o primeiro intervalo de 60 dias, vo = 0; 12 °/d (= 12/60) e
Veo = 0;9,30°/d (=9/60+30/602). Sua soma é multiplicada por 0;30 (= 1/2), resultando um
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valor médio (vo + veo) /2 = 0;10,45°/ d, que é multiplicado por 1,0 (= 60) dias, resultando
um deslocamento total de: S = 1,0. (vO + v60) / 2 = 10; 45 °.

Isso comprova ndo so a perspicécia desses primeiros astrbnomos, como também
antecede comprovadamente, de certa forma, a invencao do Calculo Diferencial do século
XVII. Um dos provaveis motivos para este estudo realizado pelos babil6nios é o fato de
que eles acreditavam que todos os acontecimentos terrestres, como o tempo, a producgéo

agricola e o nivel dos rios e o clima eram regidos pelo movimento dos planetas e estrelas.

3 REFLEXAO FINAL

Em 400 a. C., astrébnomos babilénios tinham elaborado um sistema de
coordenadas utilizando a ecliptica, a regido do céu através da qual o sol e os planetas se
movem. O que ndo estava claro era se os babildnios tinham um conceito de objetos no
espaco abstrato matematico. Agora decodificados, estes textos mostram que sim. O
método trapezoidal exige compreender a velocidade com que Japiter se move e, em
seguida, marcar esse movimento num sistema grafico para obter a curva que determina
seu trajeto. Descobrir a area de trapézios sob esta curva da uma aproximacao razoavel de
guantos graus o planeta se moveu em um determinado periodo.

O movimento logico e histérico do desenvolvimento do CDI nos da uma ideia
sobre as potencialidades desse conhecimento para diversas linhas cientificas. Dessa
forma, ressaltamos que os babildnicos contribuiram para a criacdo do CDI, em sua génese,
estudando a Orbita de Japiter, reposicionando os fatos que nos ajudam a reconstruir a
Histdria. Isso tem consequéncias para a educacdo matematica, uma vez que o caminho
percorrido para a formalizagdo do conhecimento matematico € modificado e enriquecido.
Consideramos que essas descobertas sdo importantes para motivar o aluno nos processos
de ensino-aprendizagem. Além disso, tais descobertas mudam também a interpretacao,
até entdo vigente, que, quase sempre, nos informa que o berco das descobertas cientificas
é aquele de matriz eurocéntrica, pois mostra o elo entre as civilizagdes e confirma que ha

um movimento de influéncias culturais continuas.
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